Chapitre : Calculs de primitives et techniques élémentaires de calcul intégral

1 Reconnaissance de formes

Exercice 1 ™« Primitives usuelles —

Déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes, sur un intervalle bien choisi :

fi(x) =5 —3x+7 fr(x) =2cos(x) —3sin(x) f3(x) =10—3e" +x
5 4 2 2 45 2
f4<x>:$+;+;+xﬁ fS(X):xxz fé(x):%-i-g

Indication V¥ Correction V [3125]



https://bibmath.net/ressources/index.php?action=affiche&quoi=mpsi/feuillesexo/primitives&type=fexo

Exercice 2 "« Primitives usuelles —

Déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes sur un intervalle bien choisi :

fi(x) =e* fr(x) =¥ f3(x) = Sin(?)
Fa(x) = cos (3x—|— g) Fs() = @+ 1)2 folx) = e

Indication V¥ Correction V¥ [3126]




Exercice 3 " Reconnaissance de formes —

Déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes :

X e
flx)= T2 g(x) Lo
k(x) = cos(x)sin®(x) I(x) =
Indication ¥V Correction V¥

_ Inx

h(x) = -
m(x) =3xv1+x2.

[2600]




Exercice 4 & Reconnaissance de formes —

1 f(x)=(Bx—1)(3x>* —2x+3)*, I=R
) g

3 f('x) - )C(X—z), I _} 70[

Indication ¥V Correction Vv [431]

Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur I’intervalle considéré :




Exercice 5 "% Reconnaissance de forme —

Calculer les intégrales suivantes :

T

/ *(1 = cos(3x)) dx, /ﬁxsm(xz)dx,
0 0

Indication ¥V Correction Vv

[2988]




2 Intégration par parties

Exercice 6 "« Intégration par parties - Niveau 1 —

Calculer les intégrales suivantes :

1 e
1. I:/ xe*dx 2. J:/ *% Inxdx
0 1

Indication ¥V Correction V [397]




Exercice 7 " Intégration par parties - Niveau 2 —

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
1. x> arctan(x) 2. x> (Inx)? 3.x +— sin(Inx).

Indication V¥ Correction V [398]




Exercice 8 "ww Intégration par parties - Niveau 3 —

Calculer les intégrales suivantes :

12

21n(1+t) 1 2 !
1. I= ———=dt 2. J:/ t d 3. K:/i
/1 A x(arctanx)“dx 0 (211)

Indication Vv Correction V

xInx

dx

[399]




Exercice 9 "%  Primitive d’une puissance du logarithme —

Pour n > 1, donner une primitive de In" x.
Indication ¥V Correction V¥ [402]




Exercice 10 "% Une suite d’intégrales —

Soient (&, B,n) € R? x N. Calculer

5
/ (t—)'(t — B)'dr.

o

Indication ¥V Correction V [400]




Exercice 11 " Une suite d’intégrales —

Pour (n, p) éléments de N* x N, on pose

1
Iy= /O 2 (Inx)?dx.

Calculer 1, ,.
Indication ¥V Correction V [401]




Exercice 12 " iw  Intégration par parties itérée —

Soitn > 1.
1. Soit f,g : [a,b] — R deux fonctions de classe C". Montrer que

[ 19 =F (0D 0 )= £V @) @)+ (-1 [
a =0 a

2. Application : On pose Q,(x) = (1 —x?)" et B,(x) = Q,(qn) (x). Justifier que P, est un polynéme de degré n,
puis prouver que ],11 QP, = 0 pour tout polynéome Q de degré inférieur ou égal an — 1.
Indication V¥ Correction V [403]




3 Changements de variables

Exercice 13 '@ Changements de variables - Niveau 1 —

En effectuant le changement de variables demandé, calculer les intégrales suivantes :

—\/t
1. \[dt en posant x = \/1;

1
1Vt
T sint
—— 5 dt en posant x = cost;
o 1+ cos t

en osant x = Int.
/ 2tIn(t) +t ln P
Indlcatlon V Correction v [393]




Exercice 14 "% Changements de variables - Niveau 2 —

En effectuant le changement de variables indiqué, calculer les intégrales suivantes :
1
1.

— .
) T1e en posantx = e ;
Vi
2./ ——dt en posant x = +/t;
Tt posant x = v/
3./ V1 —t2dt en posant t = sin 6.
1

Indication ¥V Correction V [394]




Exercice 15 "% Double changement de variables —

2u
vVi+u
3
2. En déduire /
0

du.
dt

VIeVIi+t

Indication V¥ Correction V [3156]

2
1. Calculer /
1




Exercice 16 "« Fonction avec un axe de symétrie —

Soit f : [a,b] — R continue telle que, pour tout x € [a,b], on a f(a+b—x) = f(x). Montrer que

/ubxf(x)dx = a—;b /abf(x)dx.

En déduire la valeur de I = [ ooy dx.

Indication ¥V Correction Vv

[392]




Exercice 17 "% Changement de variables - Recherche de primitives - Niveau 1 —

En effectuant le changement de variables indiqué, déterminer une primitive des fonctions suivantes :
X
1. x+— ———, en posant u = /1 +x;

vV1+x

2. x+— ——,enposant u = e*;
e*+1

3.x— ! t 1

.X+— —————, en posant u = Inx.
x~+x(Inx)? P

Indication V¥ Correction V¥ [3154]




Exercice 18 "% Changements de variables - Recherche de primitives - Niveau 2 —

En effectuant un changement de variables, déterminer une primitive des fonctions suivantes :
1. x+— cos(21nx);
2. x> cos(v/x);

e

3ox —
T Gre)e -1

Indication ¥V Correction V [395]




4 Fractions rationnelles

Exercice 19 "« Intégrale d’une fraction rationnelle avec décomposition en éléments simples —

1. Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que, pour tout x € R\{—1},

SO 2 x
2. En déduire la valeur de [} 5dx.
Indication V¥ Correction ¥ [2601]




Exercice 20 "« Fraction rationnelle avec décomposition en éléments simples —

: x2 X
Soit f(x) = %x €)1, +od].

1. Démontrer qu’il existe trois réels a, b et ¢ tels que

a b c

Vx €]1,+oo], f(x) =

2. En déduire la primitive de f sur |1, o[ qui s’annule en 2.

Indication ¥V Correction V

x—1 +x+3+ (x+3)?

[432]




Exercice 21 "= Primitive de fractions rationnelles —

Déterminer une primitive des fractions rationnelles suivantes :

Lf() =223 sur ], 4o 2.f(x) = Eppr sur] = 1,49
3 2 .
3. f(x) = gy sur ]2, 4o 4.f(x) = B5ENGE T sur] = 1/2,1/3]

Indication ¥V Correction V

[433]




Exercice 22 "= Primitive de fractions rationnelles —

Donner une primitive des fonctions suivantes :

1. 2.

H
x> +4

1
3. —>
x 1 —x2

Indication ¥V Correction Vv

X —

1

x> +4x+5

[434]




Exercice 23 " —

Donner une primitive des fonctions suivantes :

3x+2 2x
1. x— —— 2. xS

X24+x+1 x2—x+1
3 . 2x+1
X

xX24+x-3

Indication V¥ Correction V¥ [662]




5 Avec la fonction exponentielle

Exercice 24 "« Exponentielle * Polynome —

Calculer les intégrales suivantes :

2 1
1./ (x+6)e*dx 2./ e (2% +3x% —x+ 1)dx
0 0

Indication ¥V Correction V [3152]




Exercice 25 "« Exponentielle * trigonométrique —

Calculer les intégrales suivantes :

T 2n
1. / e sin(2x)dx 2. / e sin” xdx
0 0

Indication ¥V Correction V [3153]




Exercice 26 "« Exponentielle * polynome * trigonométrique —

Calculer I’intégrale :
/]
/ x*e* cosxdx.
0

Indication ¥V Correction V [437]




6 Intégrales trigonométriques

Exercice 27 "« Puissances et produits —

Donner une primitive des fonctions suivantes :

1.x—sin’x  2.x+— cos*xsin’x 3. x— cos(3x)cos’ x.

Indication V¥ Correction V¥ [439]




Exercice 28 " Juste des cosinus —

1. Démontrer par récurrence que si m,n € N sont tels que m > n, on a
T
/ cos" (x) cos(mx)dx =0
0

- on pourra utiliser la formule de trigonométrie

1
cosacosh = > (cos(a+b)+cos(a—b)).
2. En déduire que
/0 cos” (x) cos(nx)dx = >

Indication ¥V Correction V

[2513]




Exercice 29 "%  Quotient —

Déterminer une primitive de la fonction col()x sur I'intervalle | — /2, /2]

Indication V¥ Correction V¥ [2375]




Exercice 30 "% Intégrale trigonométrique - 1 —

Calculer les intégrales suivantes :

1 / S / T dx
0o l4cos?t n/3 sinx

Indication ¥V Correction V

T/
3./0 3(1—|—cos(x))tan(x)dx.

[440]




Exercice 31 " w  Intégrale trigonométrique - 2 —

Calculer les intégrales suivantes :

/4 t
1./ anx ——dx
0 V2cosx+2sin’x

Indication ¥V Correction V¥

/2
2./
0

dx
2 +sinx’

[441]




Exercice 32 "iwww  Intégrale trigonométrique - 3 —

Calculer les intégrales suivantes :

L /”l—cosx/3 I
sin(x/2)

Indication Vv Correction Vv

) /2 dx
’ /77;/3 sinx + sin2x’

[442]




Indication pour ’exercice 1 A

Reconnaitre des primitives usuelles, éventuellement en effectuant des combinaisons linéaires....

Indication pour I’exercice 2 A

Indication pour I’exercice 3 A

Reconnaitre des fonctions de la forme u’ x u, u' /u, u’ x u?,...

Indication pour I’exercice 4 A

Reconnaitre une forme usuelle (du type u"/’,....)

Indication pour I’exercice 5 A

Reconnaitre des dérivées de fonctions composées

Indication pour ’exercice 6 A

1. Poser u(x) = x et V'(x) = ¢".

2. Poser u(x) = Inx et v/(x) = x2.

Indication pour I’exercice 7 A

Pour chacune des 3 fonctions f, on pourra I’écrire sous la forme 1 X f.

Indication pour ’exercice 8 A

1. Intégrer par parties, puis réaliser une décomposition en éléments simples.
2. Intégrer par parties (deux fois). Un bon choix d’une primitive peut simplifier les calculs.
3. Intégrer par parties entre a > 0 et 1. Faire tendre a vers O tout a la fin...

Indication pour I’exercice 9 A

Deviner le résultat sur les premiers termes par une intégration par parties, puis prouver le résultat par
récurrence.

Indication pour I’exercice 10 A

Faire n intégrations par parties successives.

Indication pour I’exercice 11 A

Par une intégration par parties, établir une formule de récurrence reliant ,, , a I, , 1 (attention a la borne
0!). Puis trouver la formule générale pour /,, .

Indication pour I’exercice 12 A

1. Raisonner par récurrence.
2. Appliquer la formule précédente, et remarquer que Q) (1) = Q®)(—1) =0sik <n—1.

Indication pour I’exercice 13 A

Faire le changement de variables demandé (en suivant la méthode décrite dans la vidéo au début de la
correction). Une fois le changement de variable effectué, on doit trouver une intégrale facile a calculer.




Indication pour ’exercice 14 A

1. Le changement de variables nous amene a calculer [{ )%

2.

fopire L _1_ 1
Pour cela, on pourra écrire ) = x T

Indication pour I’exercice 15 A

1. Effectuer le changement de variables x = /1 +u.
2. Effectuer le changement de variables u = +/1 +1.

Indication pour I’exercice 16 A

Faire le changement de variables u = a + b — x dans I’intégrale de gauche. Pour le calcul de I’intégrale, on

N N T i . < . .
se ramene a calculer [j' o3 dx, que I'on traite & I’aide du changement de variables u = cos.x.

Indication pour ’exercice 17 A

Indication pour ’exercice 18 A

1. Poser u = Inx.
2. Poser u = /x.
3. Poser u = +/e* —1.

Indication pour I’exercice 19 A

1. Procéder par identification.
2.

Indication pour I’exercice 20 A

1. Mettre tout au méme dénominateur, et procéder par identification.
2. Intégrer chaque "élément simple", et ajuster la constante.

Indication pour ’exercice 21 A

Décomposer la fraction rationnelle en "éléments simples" a intégrer.

Indication pour I’exercice 22 A

1. Reconnaitre une primitive.
2. Ecrire le dénominateur sous forme canonique.
3. Factoriser le dénominateur !

Indication pour I’exercice 23 A

Pour chacun des 3 exemples, commencer par faire apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur.

Indication pour I’exercice 24 A

Intégrer par parties, ou rechercher une primitive de la méme forme.

Indication pour ’exercice 25 A

1. Ecrire que ¢*sin(2x) = ¢*3m(e’™) = Sm(e!!72)* puis utiliser une primitive de e** avec A € C*.
2. Linéariser sin®x puis remplacer sinx par 3m(e™) et se ramener  la question précédente.

Indication pour I’exercice 26 A



Remplacer cosx par e puis intégrer par parties.

Indication pour I’exercice 27 A

Linéariser I’expression.

Indication pour ’exercice 28 A

1. La récurrence porte sur n. Ecrire proprement 1’hypothese de récurrence !
2. Raisonner aussi par récurrence !

Indication pour I’exercice 29 A

Poser t = tanx.

Indication pour ’exercice 30 A

Faire le changement de variables u = cos(z).

Indication pour I’exercice 31 A

1. Faire le changement de variables t = cosx.
2. Faire le changement de variables u = tan(x/2).

Indication pour I’exercice 32 A

1. Commencer par poser t = x/6.
2. Poser u = cosx.




Correction de I’exercice 1 A

l.x— %x”'— %x2+7x+C, CeR,surR;

2. x> 2sin(x) +3cos(x) +C, C € R, sur R;

3.x 10y =3¢ +% +C,C € R, surR;

4. x+10y/x+4In(x) — 2 — L +C, C € R, sur 0, 4oo[;

5.x+>In(x) =2 +C,C € R (on aéerit f5(x) = L+ 3), sur]0, +o[;
6.x— % +14C,CeR, surR.

Correction de I’exercice 2 A

Lxr 2e%+C,CeR;

2.x> 7634 C,CER;

3.x+ —1cos(2x) +C, CER;

4.x %Sin(3x+§)+C,C€R;

S.x ¢(2x+1)3+C,CeR;

6. La fonction fg n’est définie que sur | — 1/5,4-co[. Sur cet intervalle, ses primitives sont données par
x> 8/5x+1+C,CeR.

Correction de ’exercice 3 A

1. On reconnait que f(x) = % X ”ul((;)) avec u(x) = 1+x% > 0. Les primitives de f sont donc les fonctions de

la forme x> 1In(1+x?)+C,C€R.

2. On reconnait que g(x) = % X Lg((;)) avec u(x) = 1+ ¢* > 0. Les primitives de g sont donc les fonctions de

la forme x — }In(1+e*)+C,C€R.
3. On reconnait que h(x) = u/(x) X u(x), avec u(x) = Inx. Les primitives de /4 sont donc les fonctions de la
forme x — 1 (Inx)? +C, C € R. Remarquons que de telles fonctions ne sont définies que sur ]0, +oo].
4. On reconnait que k(x) = u(x)(u(x))?, avec u(x) = sinx. Les primitives de k sont donc les fonctions
x> 1(sinx)*+C,C € R.
1

5. En écrivant [(x) = %, on reconnait que /(x) = ';,((;‘)) avec u(x) = In(x). Les primitives de cette fonction,
sur I’intervalle |1, 4-oo[, sont les fonctions de la forme x — In(Inx) +C, C € R.

6. On reconnait que m(x) = 3u’(x)/u(x), avec u(x) = 1+ x> Les primitives de m sont donc les fonctions

de la forme x — (1+x?)2+C,C €R.

Correction de I’exercice 4 A
1. Posons u(x) = 3x* — 2x+ 3, de sorte que u'(x) = 6x —2 =2(3x—1). On a donc

Fx) = 5 <ol ()’
Une primitive de f est donc la fonction
1.2 4
F(x)= §(3x —2x+3)".
2. Posons u(x) = x> —3x+2 de sorte que «’(x) = 3x*> —3 = —3(1 — x?). On en déduit que

flox) = = x 2.

Une primitive de f est donc la fonction



3. Posons u(x) = x(x —2) = x> — 2x. On a i/ (x) = 2x —2 = 2(x — 1). On en déduit que

Une primitive de f est donc la fonction
F(x) = V/x%—2x.

On peut remarquer que x> —2x > 0 sur | — oo, 0].
4. On peut commencer par écrire que In(x?) = 21Inx. On a alors

avec u(x) = Inx. On en déduit qu’une primitive de f est donnée par

Flx) = %ln(lnx).

ATTENTION ! !'! Je recois beaucoup de messages me disant que le résultat précédent est faux et qu’une primi-

tive est la fonction |
G(x) = 51n(1n(x2)).

Mais 1 n2 1
G(x) = 3 In(2In(x)) = "7 + 5 In(lnx) = F(x) +C

ou C est une constante. Donc les deux réponses sont valables !

Correction de ’exercice 5 A

1. Une primitive de x — 1 est x — x, et une primitive de x — cos(3x) est x — 1 sin(3x). On en déduit

Y

/: (1 — cos(3x)) dx = [x— % sin(3x)]

r
3

0

2. Par reconnaissance de dérivée d’une fonction composée, on a

/Oﬁxsin(xz)dx = /Oﬁ;u’(x) sin(u(x))dx  avec u(x) = x*
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Correction de I’exercice 6 A
1. On intégre par parties en posant :

On obtient donc

1 1
/ xe*dx = le' —0e" — / e'dx.
0 0

Comme on sait calculer cette derniere intégrale, on trouve finalement
1
/ xe'dx=e—e+1=1.
0

2. On integre par parties en posant :

u(x) Inx u' (x) 1
Vv (x) x? v(x) %
On obtient donc
3 € 1 re
J = ol Inx| —= / 2dx
3 1 1
e 1 3
= ———(e7—1
7 "gle 1)
_ 2¢3+1
= 5

Correction de I’exercice 7 A
1. La fonction x — arctanx étant continue sur R, elle admet une primitive sur cet intervalle. On inteégre par
parties en posant :

u(x) = arctanx u'(x) ﬁ
Vi) = 1 v(ix) = x
de sorte que
t
/arctantdt :xarctanx—/idt.
?+1

La primitive que I’on doit encore rechercher est de la forme g’ /g, et donc
1 2
/arctantdt = xarctanx — Eln(x +1).

2. La fonction x > (Inx)? étant continue sur ]0,+oo[, elle admet des primitives sur cet intervalle. On se
restreint a cet intervalle et on inteégre par parties en posant :

u(x) = (Inx)? W(x) = 2
Vi) = 1 Wx) = x

de sorte que
/(lnt)zdt = x(Inx)? — Z/Intdt.

Une primitive de x — Inx étant x — xInx — x (résultat qui se retrouve en intégrant par parties), on trouve
finalement qu’une primitive de x — (Inx)? est

x +— x(Inx)? — 2xInx + 2x.



3. On va intégrer par parties deux fois. On travaille sur I’intervalle |0, 4-oo[, 12 ol la fonction est bien définie
et continue. On pose alors :

u(x) = sin(lnx) u'(x) = +cos(Inx)

Vix) = 1 v(ix) =

= =i—

de sorte que
/sin(lnx)dx = xsin(Inx) — /cos(lnx).
On integre une deuxieme fois par parties en posant

ui(x) = cos(lnx) wj(x) = —1lsin(lnx)
Vix) = 1 vi(x) = x

de sorte que
/cos(lnx)dx = xcos(Inx) + /sin(lnx).
En mettant tout cela ensemble, on trouve

/sin(lnx)dx:xsin(lnx) —xcos(Inx) —/sin(lnx)

soit
/sin(lnx)a’x = % (sin(Inx) — cos(Inx)).

Correction de ’exercice 8 A

1. On commence par intégrer par parties en posant u’(t) = tiz et v(t) =1In(1+1), ce qui donne u(r) = —1 et
V(t) = ﬁt On obtient donc
In(14+0)1* (2 di In(3) 2 dt
I=|—-++ —i—/ =- +In(2) + .
{ t ]1 1 t(t+1) 2 @ 1 t(t+1)

On calcule la derniere intégrale en réalisant une décomposition en éléments simples. Plus précisément, on

remarque que
1 1 1

tit+1) ¢t 41

Ainsi il vient

AQ dt = [In(t) —In(r 4 1)]] = 2In(2) — In(3).

t(t+1)
Finalement, on trouve
3In(3
1:-—1§)+3m@)
2. On intégre par parties, en posant u’(x) = x et v(x) = (arctanx)?. OnaV'(x) = zaicztfi<x) , et ceci nous incite

a considérer comme primitive de ' la fonction u(x) = (x> + 1), ce qui va simplifier les calculs. On obtient

alors ]

1
J= 5 [(xz + 1)(arctanx)2](1) —/ arctanxdx.
0

On calcule la derniere intégrale en réalisant a nouveau une intégration par parties, et on trouve :

2 i
J = %—[xarctanx]é%—/o ﬁdx
o 1 2 1
- E—Z-I-E[ln(x +1)}0
2 1
S Y
6 ata™"



3. La fonction f : x — (x)ﬁlff)z est continue sur |0, 1], et elle tend vers 0 en 0. On peut donc la prolonger par

continuité a [0, 1] en posant f(0) = 0, ce qui donne un sens a K. Pour calculer cette intégrale, on va intégrer par

parties entre a > 0 et 1, pour ne pas étre géné par les problemes en 0. On pose donc K (a) = |, a] (x’ﬁlj_‘f)z , puis :

() (Inx) V(X) = e
% v(x) =— 2(x21+1)

ce qui donne
K(a) =
(@) [2ﬁ+1] 2/ ﬁ+1

1 1 X

x(x241) Ty 241

De plus,

de sorte que

I dx 1., b 1 5
/a ) = [lnx—zln(x +1)L: —§1n2—1n(a)+§1n(1+a ).
On obtient donc que
Kla)= a2 e bygia),

2(a*>+1) 4 2 4
Reste a faire tendre a vers 0. Pour cela, on factorise par Ina, et on trouve

—a’In(a) 2 1

M) 2 (1 +a?).
d@+n)  a Tt

K(a) =

Comme a®In(a) tend vers 0 lorsque a tend vers 0, de méme que In(1 +a?), on conclut finalement que

In2
1

Correction de I’exercice 9 A
Notons f;, une telle primitive. Intégrant par parties (en dérivant In" x et en intégrant 1), on trouve

fu= /ln"xdx =xIn"x—nf,_i.
On itere alors les intégrations par parties, pour trouver

fu = xln"x—nxln"_1x+n(n—l)fn,z
= xIn"x—nxIn" 'x+n(n—Dxln" 2x—n(n—1)(n—2)f,_3

n

= Z(—l)kn(n_ 1) . (n—k_|_ 1)xlnn—kx

k=0
n !
= Z(—l)k A U

Correction de ’exercice 10 A

On pose, pour (o, B,n,m) € R? x N2,

%ﬂ:/ﬁ@—awa—ﬁym.

o



On intégre par parties pour obtenir une relation entre 1, , €t I,,—1 541, €t on trouve

_ n+1 B m B
Im,n — [(t_a)m(tnﬁ)l :|a_n+1/a(t_a)m_l(t_ﬁ)n+ldt

™
n+1 m—1,n+1-

D’autre part, pour tout p € N, on a

(Bt

B
I :/ t—B)Pdt = —
0,p oc( ﬁ) p+1

Une récurrence immédiate donne alors

mim—1)...1 (o0 — B)mtntl
(n+1)(n+2)...(n+m) m+n+1

Im,n — (_ 1)m+1
En particulier, I’intégrale recherché vaut 1, ,, ¢’est-a-dire

- . nl ((X _B)Qn-i-l
b= (=1) 1(n+1)...(2n) 2n+1

n+1 ((X _B)Qn-i—l
(2n+ 1) (211) '

n

—(-1)

Correction de ’exercice 11 A

Pour (n,p) € N* x N, I’application x — x"(Inx)? est définie et continue sur 0, 1]. De plus, les théorémes
de comparaison usuels entrainent que cette fonction se prolonge par continuité en 0 (remarquons I’importance
de n > 0). Ceci justifie I’existence de I, ,. Pour calculer I, ,, nous allons réaliser une intégration par parties.
On la réalise entre a > 0 et 1, pour prendre garde au fait que la fonction logarithme n’est pas définie en 0. On

remarque aussi que [, o = #, et donc il suffit de traiter le cas p > 0. On pose donc

1
Inp(a) :/ X" (Inx)Pdx
a

puis
u(x) = (Inx)? V(x) =x"

u'(x) = Lnﬁ)pfl v(x) =%

On trouve alors,

I
n+1

—a(lna)?  p I
n+1 n+1 "l

1
[x”“(lnx)p];— P /x”(lnx)p_ldx:

Inp (a) n+1

On passe a la limite en faisant tendre a vers 0. En utilisant la croissance comparée de la fonction logarithme et

des puissances en 0, on trouve :
p

)
n+1"P :

Lup
On trouve alors

(=p)x(=(p=1))x---x (=), (=DFp! 1 _ (=1)’p!
D) x(ntDx-xm+1) ™ 1) " n+l  (n+1)pt0

Invp -

Correction de ’exercice 12 A

1. Procédons par récurrence sur n. La formule est vraie pour n = 1 (c’est la formule d’intégration par parties
classique). Supposons la vraie au rang n — 1 et prouvons-la au rang n. Soit 4 = f’, qui est de classe C"!. La
formule au rang n — 1 appliquée a h et g donne

b n—2 b
/ h(n—l)g: Z(_l)k(h(n—l—k—l)(b)g(k)(b)_h(n—l—k—l)(a)g(k)(a)) +(_1)n—1/ hg(n—l)
a k=0 a



soit
n—2
[ £ ="F (A g0 8) — £ @) @) + (1 [
a k:O a

Il suffit alors d’intégrer par parties le dernier terme,

b b
/a £V = f(b)g"V(b) — f(a)g" " (a) — / fg™

pour obtenir le résultat.
2. O, est un polyndome de degré 2n, donc F,, sa dérivée n-ieme, est un polyndme de degré n. De plus, 1 et

—1 sont racines n-iemes de Q,,, et donc pour tout k <n—1,on a Qﬁ,k) (1)= Q,(f) (—1) = 0. Pour Q un polyndme
de degré inférieur ou égal a n— 1, on a donc

/ 11 ro = | 11 0”0

n—1
= Y C0H e e ) et e m) + -1 [ o,

k=0

Mais Q") = 0 car Q est de degré inférieur ou égal A n—1, et pour k <n—1,n—k—1<n—1 et donc
ol ( )= ol (—1) = 0. On en déduit bien que I’intégrale recherchée est nulle.

Correction de I’exercice 13 A

Avant de commencer, on pourra consulter la vidéo suivante, qui présente comment calculer une intégrale
en effectuant un changement de variables.

1. La fonction ¢ —> /7 est une fonction de classe C' définie sur [1,4] et a valeurs dans [1,2]. Posons x = /1.
Lorsque t = 1, x = 1 et lorsque t = 4, x = 2. Lorsqu’on dérive I’égalité x = 1/, alors on obtient dx = \[ Ona

11—Vt
Vit

/]Hﬁﬁdt = /21—x

= [Zx xz]
= —1.

donc
dt

dzzz(l—\ﬁ)z—\/Z

=2(1 —x)dx.

On en déduit que

1

Remarquons qu’on aurait pu aussi calculer cette intégrale en écrivant

-7 1

= — 1
ViVt
2. La fonction ¢ — cos(t) est une fonction de classe C! sur [0, 7], avec cos(0) = 1 et cos(r) = —1. Posons
x = cos(t) de sorte que pour t =0, x = 1 et pour r = 7, x = — 1. De plus, en dérivant, on trouve dx = — sin(z)dt
et donc _ J
t
sin(t) g
1+ cos?(r) 1+x2

On en déduit que

T sin(r) -1
———dt = d
/0 1 + cos?(t) /1 1+x2 *




Remarquons qu’on aurait aussi pu calculer cette intégrale en écrivant la fonction sous la forme «'(¢) /(1 +u(t)?),
avec u(t) = cos(t).
3. La fonction ¢ + Int est de classe C' sur [1,e]. Posons x = Int de sorte que pour ¢ = 1, on a x = 0 et pour

t =e,on ax=1.En dérivant, on trouve dx = %. On a donc

dt dt 1 dx

A+ ¢ 2+l 2xtl

On en conclut que

/ 2tln 2x+1

= [2 In(2x + 1)}

_ In(3)
=—"

1

0

Correction de ’exercice 14 A
Avant de commencer, on pourra consulter la vidéo suivante, qui présente comment calculer une intégrale
en effectuant un changement de variables.
1. La fonction ¢ + ¢’ est de classe C' sur [0, 1], & valeurs dans [1,e]. Posons x = ¢/, de sorte que pour ¢ = 0
onax=1etpourz =1, onax=e. En dérivant, on a de plus dx = ¢'dt et donc dt = % = %. Ainsi,
a1
e+1 x(x+1)

/1 dt _/e dx
o I1+e  Ji x(1+x)

1 __1_
x(x+1) 7 x x+1’

/0 I+e i <_x+1>d

= [In(x) —In(x+1)]]
=1+In(2)—In(e+1).

11 vient

On calcule cette derniére intégrale en remarquant que d’ot I’on tire

2. La fonction ¢ + /7 est de classe C' sur [I,3] avec pour image [1,+/3]. Posons x = 4/t de sorte que,
lorsquet =1,onax=1etlorsquet =3,onax= V/3. En dérivant, on trouve dx = 7 de sorte que dt = 2xdx.

2
t
VUi ie—2 S ax
t+1 x24+1 x24+1

On va calculer I'intégrale résultant du changement de variables en remarquant que

Ainsi,

e e 1
2+l 241 241
Finalement, on trouve que
V3 2
/ / o dx
1 t+ 1 1 x2+1
V3 V3 o4
=2 dx-2 z
1 1 1+

=2 (\ﬁ — 1 —arctan(v/3) + arctan 1)

2(f-1-53

:2\@—2—%.



3. La fonction 6 + sin(0) est de classe C! sur [—7/2; /2], a valeurs dans [—1,1]. Si on pose ¢ = sin 6, on
a en dérivant dt = cos(0)d0. De plus, pour 8 = —m/2, onat = —1etpour 6 =7m/2,onat = 1. On a donc

V1 —x2dx = /1—sin? 0cos(0)d® = |cos 0| -cos(0)dO = cos*(0)
car cos(0) > 0 puisque 6 € [—7m/2,7/2]. Il vient

1 /2
/ 1—x2dx:/ cos*(6)d6
1

—r/2
/2
_ <1+COS(29))d9
—7/2 2
T [Sin(ZG)}ﬂ/2

—m/2

D[ N

Correction de I’exercice 15 A

1. La fonction u + /T + u est de classe C' sur [0,2], 2 valeurs dans [0, /3]. Posons x = v/1 + u. En dérivant,

__ _du :
on trouve dx = 5 iy cequi donne

2u
vV1+u

en ayant remarqué que 1’on a aussi u = x> — 1. De plus, si u = 1, alors x = v/2 et si u = 2, alors x = /3. On en
déduit que

du=4(x* — 1)dx

P2 iy e 1)d
/1\/1+u "= /ﬂ(")"

u v
:43‘4ﬂ
—4(?—[—2\3@%@)
_ 42
=3

2. On va effectuer le méme changement de variables, en posant u = /1 +¢, de sorte que du = 2jlth = %.

11 vient donc

dt 2u
= du
V1eVI+t Vitu

De plus, sit =0, alors u = 1 et si t = 3, alors # = 2. On a donc

/3 dt » /2 2u J 42
- = u = .
0 /14++/1+¢ 1 Vi4u 3

Correction de I’exercice 16 A
La fonction x — (a + b —x) est une bijection continue strictement décroissante de [a,b] sur lui-méme,
envoyant a en b et b en a. Effectuant le changement de variables u = a+ b — x, on trouve donc

/abxf(x)dx = —/ba(a—i—b—u)f(a—i-b—u)du

= /le(a+bu)f(u)du
= (a+b)/abf(x)dx—/bxf(x)dx.

a



Ceci donne le résultat demandé. Pour I’application, posons a =0, b = et f(x) = 5 Jff(‘):zx Alors f(m—x) = f(x)
et donc, d’apres le résultat précédent, on a

_m [* sinx

" 2Jo 1+cos?x
On calcule cette intégrale en effectuant le changement de variables u = cosx. En effet, la fonction x — cosx
réalise une bijection de I’intervalle [0, 7] sur ’intervalle [— 1,1]. De du = —sinxdx, on déduit

) —
/ 14—142
- 2/11+u2

— (arctan(l)—arctan(—l))

dx.

4;‘ F]N Y

Correction de ’exercice 17 A

X

V1+x
. s z . t X

fonction, que 1’on écrit sous la forme [ it

__dx 2
sorte que du = Vi etx=u"—1.0Onadonc

1. La fonction x — est continue sur | — 1, +co|, intervalle ot I’on va chercher une primitive de cette

=+ 1+x,de

X =2 e 1)d
/Vl—i—xx/ (u—)u

3 Vitt
=2 [u—u]
3
3/2
— 2(1?) N

2(1 3/2
Une primitive est donc x — (—;x) —2vV1+x.

est continue sur R. Cherchons une primitive de cette fonction que 1’on écrit sous

2. La fonction x —
eX +

Pour cela, on va effectuer le changement de variables u = e*, de sorte que du = e¢*dx = udx.

t 1 e 1
/ dx:/ du
e+ 1 u(u+1)

la forme ["
On obtient

\’_j’_l

= [In(u) —In(u+1)]°
=In(e') —In(e' + 1)
=t—In(e' +1)

Une primitive est donc x — x —In(e* +1).
3. La fonction x — m est continue sur |0, +-oo], intervalle sur lequel nous allons travailler. Cherchons

en une primitive sous la forme [’ parw lnx

t 1 In(r) 1
————dx = —d
/x+x(lnx)2 * / T+

— [arctan (u)]™

= arctan(In(z)).

)zdx Pour cela, on va poser u = Inx, de sorte que du = dx . On a donc



Une primitive de la fonction x — m est donc la fonction x — arctan(Inx). On aurait aussi pu remarquer
que
1 W (x)
x+x(Inx)2 1+ (Inx)2 1+ (u(x))?

avec u(x) = In(x).

Correction de ’exercice 18 A

1. La fonction x — cos(21nx) est définie et continue sur |0, +oo[, intervalle sur lequel on va chercher a
calculer une primitive que 1’on écrit |” cos(2Inx)dx. Pour cela, on effectue le changement de variables u = Inx,

de sorte que du = % ce qui donne dx = xdu = e"du. Ainsi, on trouve

t In?
/cos(Zlnx)dx:/ e" cos(2u)du.

On calcule cette derniére primitive par les méthodes usuelles :
t Int .
/ cos(2Inx)dx = / Re (e(Hz’)M) du

=NRe </lnte(l+2i)”du)
(1+42i)Inx
e
_me(1+2i>

= ?ﬁe (emnx(l —2i))

= g (cos(21nx) 4-2sin(21n(x))).

2. La fonction x — cos(y/x) est définie et continue sur [0, +oo[, intervalle sur lequel on cherche a calculer

une primitive sous la forme [*cos(y/x)dx. Pour cela, on effectue le changement de variables u = /x, de sorte

que x = u? ou encore dx = 2udu. Lorsque x = ¢, on a u = \/z. On trouve alors

/tcos(\/;c)dx = 2/ﬁucos(u)du

Vit
= nwmmﬁ—z/ sin(u)du
= 2v/tsin(v/t) +2cos(v1)

(on a aussi effectué une intégration par parties). Une primitive de la fonction x — cos(y/x) sur Iintervalle
[0, 400 est donc la fonction x — 24/xsin(/x) + 2 cos(1/x).
X

3. La fonction x — —————————— est bien définie sur I’intervalle ]0,+oo[, intervalle sur lequel on va

(B+e¥)ve —1

t X
chercher une primitive, sous la forme /
(3+e*

e

dx. Pour cela, on va poser u = v/e* — 1, de sorte que
) w1 p q

e.X
du = ————dx
2v/e¥—1

et
34+e" =u’+4.

Par ailleurs, si x = ¢, alors u = v/¢! — 1. On a donc

t er el—1 du
[ Y
(B+e)Ver—1 u?+4



. 2 L.
Comme une primitive de .= est arctan(u/2), on en déduit que

X

/" (3_|_ex)—exmdx = arctan (@) _

Correction de ’exercice 19 A
1. On met tout au méme dénominateur :

b ax+(a+b)
x+1  x+1

a—+
Le choix de a = 1 et b = —1 fonctionne.

2. On écrit
2 2
/ al dx:/ 1— ! dx
1 x+1 1 x+1

= [x—In(x+1)]]
=2—In(3)—1+In(2)
= 1+1n(2/3).

Correction de I’exercice 20 A
1. On peut tout mettre au méme dénominateur, et procéder par identification. En effet, on a

a_ . b +_€ ~a(x+3)2+b(x—1)(x+3)+c(x—1)
x—1 x+3 (x+3)2 (x—1)(x+3)?
x*(a+b)+x(6a+2b+c)+(9a—3b—c)

(x—1)(x+3)?

L’égalité demandée sera vérifiée des que

at+b = 5
6a+2b+c = 21
9a—3b—c = 22

On résout ce systeme en commengant par remarquer que a = 5 — b. Il est donc successivement équivalent a

a = 5-b
—4b+c = -9
—12b—c = -23
a = 5-b
> c = —9+4b
—16b = =32
On trouve finalement comme unique solution a =3, b =2 et ¢ = —1, de sorte que
3 2 1

f(x):x—1+x+3 S (x+3)%

2. On integre chacun des éléments simples de la décomposition précédente, en tenant compte du fait que
’on travaille sur I’intervalle |1, +eo[. Les primitives de f sur cet intervalle sont donc les fonctions

1
F(x) =3In(x—1)+2In(x+3) + ——+d.



La primitive qui s’annule en 2 et celle pour laquelle d vérifie I’équation
1
3In(1)+2In5+ 3 +d =0.

La primitive de f sur I’intervalle |1, 4co[ qui s’annule en 2 est donc la fonction F définie par

—21In5— l

F(x):31n(x—1)—|—21n(x+3)+x+3 5

Correction de ’exercice 21 A
1. Le numérateur et le dénominateur ayant méme degré, on va chercher a écrire la fraction rationnelle sous
la forme

L °
x—1 (x—1)%

En mettant tout au méme dénominateur dans le membre de droite, on trouve

ax2 X(—4a a— c
£ = 2(x+_bi;( bte)

Par identification, on trouve a =2, b = 1 et ¢ = 3. Ainsi, les primitives de f sur 'intervalle |1, +oo[ sont les

fonctions 3

F(x)=2x+In(x—1)— 1+d,
¥ —
ol d est une constante.
2. On sait que la fraction rationnelle peut s’écrire

2x—1 _ a L b

(x+1)2  x+1  (x+1)%
Par identification (par exemple...), on trouve que a = 2 et b = —3. Une primitive sur | — 1, +oo[ de la fonction
est donc

3
x—2In(x+1)+ —.
x+1

3. C’est facile, car la fraction rationnelle est sous la forme § x ;%, avec u(x) = (x> —4). Une primitive est

donc donnée par
-1

4. On essaie cette fois d’écrire f(x) sous la forme

X =

b c d

fO=at S e T e

En mettant tout au méme dénominateur dans le membre de droite, on trouve par identification le systeme

a = 2
8a+4b+6¢c = 18
—a+4b+c+3d = 10
—a+b—c—d = -9.
On résoud ce systeme et on trouve comme solutiona =2, b = —1, c =1 etd = 5. On integre maintenant chacun

des éléments simples et on trouve qu’une primitive de la fonction f est

5

1 1
2x—=In[3x—1|+zIn(2x+1) - ———.
x> 2x 3n\x |+2n( x+1) 22x 1)



Correction de ’exercice 22 A

1. On remarque simplement que x> +4 = x> +22. Une primitive de x ﬁ est donc % arctan (%)
2. On écrit le dénominateur sous forme canonique, x> +4x+5 = (x+2)?+ 1. La méthode précédente donne

dx
/m = arCtan(.x+2).

3. Le dénominateur se factorise en (1 —x)(1+4x) = —(x— 1)(x+ 1). On sait donc qu’il existe a,b € R tels
que
I a b
—2 x—1 a1
En mettant tout au méme dénominateur et en procédant par identification, on trouve

a=-1/2,b=1/2.

Une primitive de ;— est donc 1In|x+1|—1In|x—1|.

Correction de ’exercice 23 A
1. On commence par faire apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur.

3x+2 3 241 1 1

== X5 F = X 55—
xX24+x+1 2 x2+x+l+2 xX24+x+1

On intégre alors. Pour la premiere partie, c’est facile, car :

2x+1
/de:ln|x2+x+l|.
x2+x+1

Pour la seconde, on se raméne a écrire le dénominateur sous la forme X2 + w?, ce qui nécessite en plus un
. . 2 . .
changement de variables. Ici, on a x> +x+ 1 = (x + %) + % soit, avec le changement de variables u = x+1/2,

/ dx _/ du = iEl.I'CtElIl <2M> = iarctan <2X+1>
x2+x—|—1 u2—|—<§>2 \/g \/g \ﬁ \@ .

Finalement, une primitive de la fonction recherchée est

X %ln I x4 1]+ \lfarctan (\f1>
2. On procede exactement comme a la question précédente :
2x o 2x—1 1
x4+l x2—x+1 (x— %)2_’_

Une primitive de la fonction recherchée est donc

2 2 1
x = In|x* —x+ 1|+ —=arctan (x (x—)).
V3 V3 2

3.1Ici, il n’y arien a faire car le numérateur est déja la dérivée du dénominateur ! Une primitive de la fonction
recherchée est donc tout simplement
x—In|x?> +x—3|.

Correction de ’exercice 24 A



1. On va intégrer par parties en posant u(x) = x+ 6, V/(x) = €**, de sorte que '(x) = 1 et v(x) = 3¢*. On
obtient

2 2¢12 2
/ (x4 6)e*dx = [W] 1 e>dx
0

0 2 2 Jo
1 2
4 2
=4e —3—1[6)(]0
1 1
:464—3—1644—1
1564 —11
— n .

On peut aussi chercher une primitive de x + (x+6)e> sous la forme x — (ax+b)e*, comme dans la correction
de la question suivante.

2. On peut comme a la question précédente intégrer par parties (mais il faudrait répéter 3 fois I’intégration
par parties), ou rechercher une primitive de la méme forme, c’est-a-dire une fonction F : x — e(ax’ 4 bx* +
cx+d). On a alors

F'(x) = €' (ax’ + (3a+b)x*+ (2b+c)x+ (¢ +d)).

Par identification, on trouve que F est une primitive de x — e*(2x> +3x> —x+ 1) lorsque a = 2, 3a+b = 3,
2b+c=—-letc+d=1,s0ita=2,b=—-3,c=5etd = —4. Les primitives sont donc les fonctions

X " (20 —3x* +5x—4) +C.

L’intégrale recherchée vaut donc
F(1)—F(0)=4.

Correction de ’exercice 25 A

1. On commence par remarquer que sin(2x) = Sm(e?*) et donc que e*sin(2x) = Sm (e!!72)%). On peut
sortir la partie imaginaire de 1’intégrale et on trouve

T T .
/ e*sin(2x)dx = Sm </ e(1+2’)xdx> :
0 0

On commence par calculer cette derniere intégrale :

T

/” S1H20x g 1 (1420
0 1420 0

1 .
=13 e
_e”fl
BEA

On écrit ensuite ce nombre complexe sous forme algébrique pour en déterminer la partie imaginaire :

1 1-2i 1 2,
= =—-——1.
1+2i (1+20(1—-2) 5 5

Finalement, on trouve que

z 2(1—¢€"
/ e sin(2x)dx = !
0 5
2. On commence par linéariser sin®x = p%s(zx) et on trouve que I’intégrale vaut

2 1— 2 1—e?" L
. / ( COS( X)) dr— % _ 5 e ¥ Cos(Zx)dX-
0



On calcule alors la derniere intégrale en utilisant les complexes. On trouve
2 2 .
/ e “cos(2x)dx = Re (/ e(Z’I)de>
0 0
1 2n
— Re e(2i—1)x
2i—1 0

— Fe <;(2i+1)(1—e2”)>
1

= g(l —6_2”).

Finalement, on trouve
2
I=Z(1—e%).
(1=

Correction de ’exercice 26 A

Notons  I’intégrale. I est égale a Re(J) avec J = [ x>e!!T)*dx (on a posé cosx = Re(e™)). En intégrant
par parties, on trouve

2 (1+i
J = xe! _l)x _ 2 ./nxe<]+l)xdx
1+ 141iJo
2 T
2 r .
= —Ee,——_/ xe 0%y,
1+i 14+iJo

On fait une deuxieme intégration par parties pour calculer cette derniere intégrale, et on trouve

1+i
/nxe(1+i)xdx = el l_)x _ ! ,/ﬂe(lﬂ')xdx
0 141 0 14+iJo
_ me” 1 [ (1+i)x}n
1+ (140)2 0
me” i
= - Y
i T2

Regroupant tous les termes, et multipliant par la quantité conjuguée au dénominateur, on trouve :

soit

Correction de ’exercice 27 A

1.0na
s eix_e—ix 5
sin"x = _
2i

— E (eSix . 675ix _ Se3ix + 5ef3ix + loeix _ loefix)
sin(5x)  5sin(3x) n 5sin(x)
16 16 g8




Une primitive de la fonction recherchée est donc la fonction

—cos(5x) n 5cos(3x)  5cos(x) .

TR0 43 8

4 2 4

2. On écrit, pour éviter le calcul d’un produit, cos* xsin“x = cos” x — cos® x. Or,

4 eix+e—ix 4
cos'x = —_—
2

= = (€l4x+€7l4x+4€21x+4€721x+6)

= i4 (2cos(4x) +8cos(2x) +6).

[\

[\

De méme, on trouve
1
cos®x = % (2cos(6x) 4 12cos(4x) +30cos(2x) +20).
On a donc | | |
cos*x —cos®x = — Y cos(6x) — 6 cos(4x) + v cos(2x) + 16
Une primitive de la fonction étudiée est donc la fonction

—1 1 1
X 155 sin(6x) — a sin(4x) + a1 sin(2x) 4+ lx—6

3. On commence par linéariser cos x en (cos(3x) +3cos(x)) /4. Avec la formule

cospcosg = = (cos(p+q)+cos(p—q))

| =

on trouve finalement

/cos(3x) cos’x = ;/(1+cos(6x)+3cos(4x)+3cos(2x))dx
x sin(6x) 3sin(4x)  3sin(2x)

8 48 32 16

Correction de ’exercice 28 A

1. On va procéder par récurrence sur n. Notons, pour n € N, la propriété
T
P (n) ="Vm > n, / cos” (x) cos(mx)dx = 0.
0

Initialisation : La propriété &(0) est vraie. En effet, pour tout m > 0, on a

/0 " cos(mx)dx = [1 sin(mx)] "o

m 0
Hérédité : soit n € N telle que &2 (n) est vraie, et prouvons & (n+1). Soit m > n+ 1. Alors, on écrit
T T
/ cos™ 1 (x) cos (mx)dx = / cos" xcos(x) cos(mx)dx
0 0
et on applique la formule rappelée par I’énoncé & a = x et b = mx. 1l vient

/Oﬂ cos™ 1 (x) cos (mx)dx = % /Oncos" (x)cos ((m+1)x)dx+ ;/Orr cos”(x) cos ((m — 1)x)dx.



Mais comme m >n+1,onam-+1>netm—1 > netdonc les deux intégrales sont nulles d’apres I’hypothese
de récurrence. Ainsi, &?(n+ 1) est prouvée. Conclusion : par le principe de récurrence, &?(n) est vraie pour
tout entier n > 0.

2. On va également procéder par récurrence. Notons, pour n > 0, #(n) la propriété

T T
P(n) = ”/0 cos”(x) cos(nx)dx = ﬁ”'

Initialisation : £?(0) est vraie. En effet,

T T T
/ cos?(x) cos(0x)dx = / dx=m=—.
0 0 20

Hérédité : soit n € N tel que &?(n) est vraie. Alors on écrit
T T
/ cos" ™! (x)cos ((n+1)x)dx = / cos” (x) cos(x) cos ((n+ 1)x)dx
0 0
et on applique la formule rappelée par I’énoncé a a = x et b = (n+ 1)x. Il vient
/ cos" ! (x) cos ((n+1)x)dx = 3 / cos”(x) cos ((n+2)x)dx+ 5 / cos" (x) cos(nx)dx.
0 0 0

Utilisant I’hypothese de récurrence et le résultat de la premiere question (pour la premiere intégrale), on trouve
bien que

T
/0 cos" ! (x) cos ((n+ 1)x)dx = 2Tn+1

Ainsi, Z(n+ 1) est prouvée. Conclusion : par le principe de récurrence, &2 (n) est vraie pour tout entier n > 0.

Correction de ’exercice 29 A

Puisqu’on sait qu’une primitive de —

est tanx, on est incité a utiliser le changement de variables t = tanx.

o cosZx
Utilisant
dt = et 1472 =
cos? x cosZx
on trouve
dx
— = 1+1%)%dt
/ cosOx / (14
= /(1 +21% 4-t4)dt
. 213 N A
3 5
2tan’x  tandx
= tanx+
5
Correction de ’exercice 30 A
1. On pose u = cost, de sorte que du = —sintdt. Il vient sin® dt = (sin?t) sintdt = —(1 — u?)du. De plus,

pourt =0, u =1 et pourt = /4, u = +/2/2. L'intégrale est donc égale a

ﬁ/zl—uzd
I=—
/1 1+ u? “

1 1— 2
= “ du
a2 1+ u?

1 1
:—/ du+/ Y
V2/2 v2/2 ut+1

2
= —1+\2[+Z—2arctan(\/§/2).




2. La aussi, le meilleur changement de variables est # = cosx, de sorte que du = — sinxdx. Pour le faire
apparaitre dans I’intégrale, on écrit :

/2 dx T/2 sinx
Jos inr = o T
n/3 sinx x/3 1—cos“x
B /0 —du
- i l—u?

1 2/ 1 1
= 7/ — du
2 Jo u—1 u—+1

1T lu—17"?
= —|In
2 u+1 0
113
= =In3.
2

3. C’est encore le méme changement de variables qui est le meilleur !

/3 L 14y
/0 (1+4cos(x)) tan(x)dx = /1 du

/2 U
= [u +1In u] i P
: +In2
= —+In2.
2
Correction de I’exercice 31 A
1. On pose
tanx
w(x) = dx
®) V2cosx+2sinx
et on remarque que w(—x) = w(x). Ceci nous conduit, par les régles de Bioche, au changement de variables
t = cosx. Il vient dt = —sinxdx et donc, en changeant également 1’ordre des bornes,

e
V21 (\/2t 4+2—22)
On décompose la fraction rationnelle en éléments simples en remarquant que
1 —1 1 —1 -2

t(V2t+2-212)  t(t—/2)(2t +2) T 6(t —v/2) * 32t +V2)

On en déduit .
1 1 1
I= |5t~ gln(\@—t)—gln(Zt—l—\/i)
1

V2
(il faut prendre garde que t — /2 est négatif sur I’intervalle considéré). On trouve alors :

= —éln(\@— - ;1n(2+\f2)+;m(\/§)+éln?+;1n(zf2).

Ceci peut encore se simplifier, mais c’est sans grand intérét...
2. Aucune des regles de Bioche ne s’applique, et on est conduit a poser u = tan(x/2), de sorte que

2du

dx= 2
* 1+u?



L’intégrale devient

T2 dx L 2du
J e T e
0 2+sinx 0 2+1+L;2 14u

B /1 du
 Jo W4u+1

Correction de ’exercice 32 A

1. La fonction x — 1;%)6%3) est continue sur |0, 7], et elle se prolonge par continuité en 0 en posant

f(0) =0 (on a f(x) ~px/9). On commence par effectuer le changement de variables 1 = x/6, de sorte que,

notant / I’intégrale,
/6 1 —cos(2t) t
_/ cos( 6d _12/ sin’ s
sin(3¢) 3sint —4sin’t

sint
I1=12 ——dt.
/ 4cos?t—1

On effectue alors le changement de variables u = cost, de sorte que du = — sintdt, et

2
:_12/ / dv
4u 1 Vavi—1

ol on a remis les bornes dans le bon sens, puis poser v =

trouve
1
I=-3 [m ‘ ald

soit encore, apres simplification :

2 _ 1 _
21 7 v—1

;i
} 3:31n<2+\ﬁ>.
) 3

2. La régle de Bioche nous dit que le changement de variables approprié est u = cosx. Pour le faire appa-
raitre, on écrit

V%, puis intégrant, on

1—v

dx _ dx _ sinxdx
sinx+sin2x  sinx(1+2cosx) (1 —cos?x)(1+2cosx)’
On obtient, notant J I’intégrale,

1/2 du
h= /0 (1 —w)(1+u)(1+2u)
On décompose la fraction rationnelle obtenue en éléments simples :
1 _1/6 1/2 4/3
(I—w)(l+u)(1+2u) 1—u 14+u 142u

On peut alors finir le calcul de J :

1 1 2 12

N

1
= 71n2—§ln3.

W
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